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SUITES
FICHE DE COURS
1°" Semestre

I1] Suites de nombres réels

On présentera des exemples issus du monde économique (capital et taux d’intérét, emprunt a
annuités constantes). Ce chapitre fournira I'occasion d’illustrer le raisonnement par

récurrence.

Définitions, notations

Soit I  N. Une suite de nombres réels u est I'applicationu : I — R
n— u, =un)

On note la suite u ou (uy,) ou (Up)ne -

Suite arithmétique, suite géométrique

Suite arithmétique

Soit ny € N et soit la suite (U, )2y, telle que :
Vn=ng:u, =u, +r,avecr € Rindépendant de n.

(uy,) est une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,, .

Forme explicite d’une suite arithmétique

VNn2ng:ily =uUy, +(m—ng)r
Cas particuliers
Sile premier terme de la suiteest uy : Vn € N, u,, = uy +nr

Sile premier terme de lasuiteestu; :Vn €N, u, =u; +(n— 1) r

Suite géométrique

Soit ny € N et soit la suite (U ),5n, telle que :
Vn=ng: Uy, =¢qXUu,,avecq € Rindépendant de n.

(uy,) est une suite géométrique de raison g et de premier terme u,, .

Forme explicite d’une suite géométrique

. — n—n
Vnzng:u, =q° ™ XUy,
Cas particuliers :
Sile premier terme de la suiteestug : Vn €N, u, = q" X u,

Si le premier terme de la suite est u; : Vn € N*, u,, = ¢" ! X u,
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Calculs de sommes portant sur les suites arithmétiques et géométriques

Somme des termes d’une suite arithmétique

1T + DT
2

NT %

Avec NT = nombres de termes (dernier indice — premier indice + 1)
1T = 1% terme

DT = dernier terme

Exemples :

n
Z U = (n 4 1) x 0t
k=0 2

n
0+n
Zk = (n+ D) x—

k=0
_n(n+1)
2

Somme des termes d’une suite géométrique

/ 1—qNT \
1TXﬁSlq¢1

ITXNT  sig=1

Avec NT = nombres de termes (dernier indice - premier indice + 1)

\1T = 1% terme /

Exemples :
n 1-— qn+1
Ug X sig#1
Z Uy = 1-
k=0 Uy X (n+1) siqg =
n 1-— n+1 ) L
siq #

q°=1donc ) gF={ 1—¢q 1

k=0 (n+1) sig=1
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Suite arithmético-géométrique

Définition

La suite (u,) est arithmético-géométrique lorsqu’il existe un réel a différent de 1 et un

réel b différent de 0, a et b indépendantsde n, telsque:Vn €N, u,,; =au, +b.

Remarque

Si b = 0 la suite est géométrique, et si a = 1, la suite est arithmétique

Les étudiants devront se ramener au cas d’une suite géométrique.
a#*1ldonc3iceR telque:c=ac+b
c=ac+b &c—ac=>»

S(1l-a)c=b

b

Sc=
1—a

vneN, Uppr =auy, +b

c=ac+b
Et en soustrayant les deux équations :
vneEN, Uy —C=au,+b—ac—>
=au, —ac
=a(u, —c)

Donc la suite (u, — ¢),en €St une suite géométrique de raison a et de premier terme uy — ¢
DoncVneEN, u, —c=a" (u, —c)

u,=a"(ug—c)+c

Forme explicite d’une suite arithmético-géométrique

b b
vneN, u”:an(uo_l—a)+1—a

Remarque

Dans le cas ou la suite u est définie sur N*on a:

b b
Vv n € N*, u, =a*’! (ul— )+

1—a 1—a
Dans le cas ou le premier terme de la suite u est u, ona:
vneN,n> "‘"O( b >+ b
n ,n =N, u, =a Uy —
0 n "M 1-a/ 1-a
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1) Calculer la somme des termes d’une suite géométrique

4 )

(g)k sik € N*

Soit la suite (ug)key la suite définie par : u, =
n" .
(—) sik=20
2
Montrer que :
n

vn €N, Zukzl

k=0

- J

Soitn € N*

n n
Sureur Y
k=0 k=1

Et donc par définition :

-6

1 . . . ; sy s
Comme 57* 1, en reconnaissant la somme des n premiers termes de la suite gé¢ométrique de

1
L1 . 1
raison - et de premier terme (E) ona:

2 2 1
=3
171.
_<1)”+1X1—(7)
RV) 2 1
2
171 n
=(= 1—(=
@ +-@
=1
On a bien:
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2) Donner la forme explicite d’une suite arithmético-géométrique

uO = 2
Soit la suite (u,,) définie par:
vneN, u,,,=3uy,—-1

Donner la forme explicite de la suite (u,).

c=3c—-1c—-3c=-1
& —2c=-1
1
Sc=—
€=2
Soitn € N

Unyr =3U, — 1
c=3c—-1

Et en soustrayant les deux égalités :
Uy —C=3u,—1—-3c+1

Upyr — € =3 (Up — )

Donc la suite (u,, — ¢),en €St géométrique de raison g = 3 et de premier terme u, — ¢ avec :

—_ :2__
Uy —=c¢ >

—141
=ZG-1

Donc d’apres le cours :

vneEN, U, —¢c=q" (uy—c)

vneN ! 3" 3

) -5 = X =

n Un 2 2
3n+1 1
vneN = =
n , Uy > +2

Donc:

1
vneN, un=§(3"+1+1)
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Correction

1)

Soit pourtoutn € N, P(n) : «u, + v, = 2 »

(i)

U +v=1+1
=2

Donc P(0) est vraie.

(ii)
Soit n € N, un entier naturel fixé.
Supposons P (n) vraie.
Par définition :

2 1 1 1
Upt+1 + Un+1r = §un +§17n +§un +EUn

(2+1) +(1+1>
373/t T (3T

=u, +v,

Et donc par hypothése de récurrence :

=2

(iii)

Donc d’aprés (i) et (ii), on a montré par récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie.

Donc:
vneEN, U, +v, =2
2) a)
Soitn € N
4
Xn+1 =Un+1_§
1 1 4
=§un+zvn—§
1 4
=g(2un+3vn) —z
1 4
=g(2un+2vn+vn)—g
2 1 4
=g(un+17n)+gl7n—§

Et d'aprés 1) :
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1 20 24
g(”n*?‘?)
1 4
5(=3)

1
= x
4

xozvo—g
4

zl—g
1
°5

Donc:

1 1
(Xn)nen st la suite géométrique de raison g = P et de premier terme x, = P

2) b)
D’aprés le cours sur les suites géométriques :

vneN, X, = q" X x,

(1)" 1
= | — X —
6 5

Donc:

n" 1
vVneN, xn=(—) X =

6 5
4
vneEN, vn=xn+§
Donc:
vmen, u- () <l
= |- X — —
nER =g *57s
D’aprés 1) :
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