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LLI pr&entution, In lisibilitt;, 1 ‘orthogruphe, In qualité! de ILI rt;duction, la clurté et la précision des 
ruisonnements entreront pour une part importunte duns 1 ‘apprécicltion des copies. 
Les cundiduts sont invita ù encadrer dans lu meswe du possible les részrltuts de leurs calculs. 
Ils ne doiventjbire uscrye ti’rrucun document ; l’utilisation de toute calculutrice et de tout mutériel éirctronique 
est interdite. 
Seule 1 ‘utilisution d’une &gle graduée est clutorisée. 

Dans tout le problème, 71 désigne un entier supérieur ou égal à 2. 

s 
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On considère une fonction réelle f de classe C” sur [-1, 11, et on note I(f) l’intégrale : -1 f(x) dz. 

Pour tout entier naturel k non nul , on pose : 

i$lk(f) = z,s~~l, jf’“‘(x)l, où fck) désigne la dérivée d’ordre k de f. 

Les polynômes considérés sont A coefficients réels, et on confond polynôme et fonction polynomiale associée. 
Pour tout entier naturel m, on note IR,[X] le JR-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à m. 

On rappelle que si ~1, ~2,. . , Tu sont des racines Selles distinctes d’un polynôme P, avec des multiplicités 

respectives Ici, k2, . , k, , alors il existe un polynôme Q tel que P = Q fi(S - T,)~%. 
a=1 

Enfin, CL~, aj, , a, désignent n réels deux à deux distincts de [-1, 11, et on note A, le polynôme : 

A, = n(X -G) 
i=l 

L’objet de ce problème est l’approximation de I(f) par des intégrales de fonctions polynomiales. 

Préliminaire 

1) Énoncer le théorème de Rolle. 
2) Soit g une fonction de classe C” sur [-1, 11, s’annulant en n + 1 points distincts de [-1, l] 

a) Montrer que la dérivée de g s’annule en au moins ‘n points distincts de ] - 1, l[. 
b) Montrer qu’il existe un réel c de ] - 1, l[ tel que g(“)(c) = 0. 



Partie 1 

Dans cette partie, on va proposer comme valeur approchée de I(f) 1 a valeur de l’intégrale obtenue en remplaçant 

la fonction f  par la fonction poiynomiale de degré inférieur ou égal à n - 1, introduke ci-dessous, qui coïncide 
avec f  sur chacun des points a,. 

Pour tout entier i de { 1.2,. . n}! on note L, le polynôme : L, = n (x _ akj, ,xeIl.. Y ,/.--ni j; :“,b .- “)i’ 

kE(1.2. .,IL) 
CU ; ? d- 

kil 

Parexernple,si IL = 3, U1 = -1. CL? = O,et Us = l.alOlX: Li = S(S-1). .L- = (.Y-l)(S+l), Lx = S(.Y+l). 

1) a) Vérifier que, pour tous entiers 1 et 3 de {l, 2. ni, le réel L, (u,] est nul lorsque i est diffkrent de J, et. 

est non IlUi lOrsqUe i est @il ti J. 
bj Montrer qu’il existe ull unique polynôme. que l’on note Pr, de degré inférieur ou ekal à n - 1, tel que, ,. ._il--_- .- --_ II 

pour tout entier j de (1. 3. , n}. on a l’égalité Pf(aJ) = f(a3), et que ce polynôme est donné par 

la formule : 

3) Pour tout entier i de (1.3. : n}! on pose : à, 

J 
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Montrer que : Pf(-c) d.c = 2 &~(CL~). 
-1 I=l 

1 

Dans totie la suite, on note : JTl(f) = 
s 

Pr(x) d.z = 2 &f(n,). 
-1 t=l 

3) Que peut-on dire de I(f) et J,(f) lorsque f  est une fonction polynomiale de degré inférieur ou Pgal à R - 1 ? 

4) Soit L un élément fixé de j-1, 11, distinct de chacun des Gels uz. 
a) Justifier l’existence d’un réel X vérifiant l’égalité : f(x) - Pr(x) - X&(x) = U 
On note lnaintenant yx l’application qui à tout Gel t de i-1. lj associe : 

yx(?) = f(f) - PJ(f) - x‘&,(t) 

b) Calculer gx(a,) pour chaque entier i de (1.2.. . n}. 

c) ~lontrer qu’il existe un réel c de ] - 1, 11 tel que yxl(c) = ù < puis établir l’tgalitb : 

A = f’“‘k) 
71 ! 

5) En déduire que, pour tout réel 1: de [-l,l]: If(z) - Pf(x)l 6 

puis établir l’inégalité : 

6) Étude d’un cas particulier 

Dans cette quest.ion, on suppose que a1 = -1. a,, = 1 et que u,~, ~2.. , u,, sont répartis régulièrement, 
2(i - 1) 

c’est-à-dire que. pour touez entier i de { 1.2. rx}~ on a : a, = -1 + n-l 

a) Soit k un entier tel que 1 6 k 6 n - 1 et soit z un réel de jak, CL~-~]. Justifier I‘inégalitG : 

I-d,(z) j 6 (A)” k! (n - k)! 

b) En déduire que. pour tout réel L de [-1.11; on a : !.-L,(s) 1 6 (5)” (P - ij!. 

c) On admet que. quand l’entier naturel p tend xwb l‘infini. on a l’équivalence suivanw : p! w Pr-- -v, 27lp , 

Montrer que, si l‘entier 17 est assez grand, 011 a. pour tout. Gel .z de [ -1. Ij. la majoration : 

2 



Partie II 

Dans cette partie, on ta proposer comme \,aieur approchée de _i( f) la i-a!eur de 1 ‘in@-aie obtenue en remplaçant 
la fonction f par une certaine fonction poiynonliaie de degré infkieur ou égal à j& - ïJ qui réalise une 
approximation de f  pius he que ia fOIIc~ioJJ po~ynomiale de ia partie précédente. 

Pour tout polynSme 8. on suce (2’ le pol)m3me dbrivé de Q 

1) On considère I’applicatioii T de nt~,~~~[S] dans IR’” définie par : 

Montrer que T est injectivr (on rappeile qu’un r&l u est racine au moins double 3 ‘un pof~vr~~me Q si et 
seulement si &(u) = (2’(n) = 0). En déduire que T est bijective. 
Utiliser la quest,ion prkédrnte pour nlollcrer qlu’il existe un unique polynôlne, noté QI, de de@ inférieur 
OU égal à %IL - 1, tel que. pour tout entier 1 de { 1, 2. , n} : 

Qf(q) = f(aJ) et Q;C!4 = i’((l,) 

(on ne delnande pas d’expliciter Qf) 

J 
1 

hIJS tOUtf? kI Suite, OJI JJOtt? : r<,(j) = Q,(.L-) dz. 
-1 

2) Que peut-ou dire de I(f) et ILil lorsque J est lune fonction polyncm~iale de degré inférieur ou égal à 2n- 1 ‘? 

3) Par une méthode analoglle h celle de la partie prkédente. on pourrait démontrer. et on admettra, la 
majoration : 

Que vaut le pulynkw QI lorsque f est la follctioI1 polynomiale ;c - ,-I:(X) ‘i 
Montrer que. dans ce cas. l’irkgalité précbdente est une égalitt. 

4) Soit @ l’application définie sur &[.Y] x R,, [.Y] par : 

.i 

1 
‘V(I’, Qj E R,LjS] x IR,, /.Y]. @(P> Q) = -1 P(.z)Q(.c) d.z 

Montrer que @ est un produit scalaire. ,._ 

5) L’espace vectoriel IF&[S] est maintenant muni de ce produit scalaire. 
aj Justifier l’existence d’usé polynôme L- de degré au plus n - 1 verifiant : Qf - Pr = &b’. 

En déduire que si le polynôme --In. est orthogonal à tout polyrlinle de l&-l[-iir], alors I{,,(f) = Jn(f). 
h) Inversement. si le polynôme A,, n’est pas orthogonal A tout polyni~~e de IF&-.i IX]. montrer qu’il existe 

une fonction f telle que I<,,(f) f Jn(f). 

Partie III 

Dans wtte partie. l‘espace rzctoriel R,, /A’] est toujours muni du produit scalaire @ introduit dans 1I.J). 

On note R, l’image du polyn?me S” par la projection orthogonale sur le sous espace-vectoriel RL-,[X), et 
on pose : .5,, = . Y” - R,,. -1insi. Si, est orthogonal à tout polynôme de III,,- 1 [,Y] et X” = R,, + S,. 

1) EJI se piayant datls le cas particuiirr oi~ rl = 13. dkternliner s:s. 

2) On revie!lt dkormais a~u CU g&néral. 

a) Détermiller- le degrt et le coeFîcienL dolGllaI;t de S,, 

J 

.1 
b) Justifier I’épalitG : SIL(.L-) !i.C = u. 

En déduire que le po!~môme SF, admet au moins une racine dans j - 1; 1[ 
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3) On se propose de montrer que S, admet exactement n racines réelles distinctes dans l’intervalle ] - 1, l[. 

a) On suppme qu’il existe un réel (I et un polynôme Q tels que S,, = (X - Q)~&. 
Aboutir à une contradiction en considérant le signe de S,Q et la valeur de a($, Q). 
En déduire que toutes les racines réelles de S,, sont simples. 

b) Soit p le nombre de racines distinctes de S,, qui appartiennent à ] - 1, l[, et soient ~XI, a~, . . . cyp ces racines. 
On définit le polynôme : 

u = fi,, -a,) 
i=l 

Montrer que le polynôme S,,lJ est de signe constant sur [-1, 11, et en déduire, en considérant a($, U), 
que p n’est pas inférieur ou égal à n - 1. 
Conclure que S,, admet exactement n racines réelles distinctes al, a?> . , QI, dans ] - 1,1[, et que : 

s, = J&Y - ckj) 
j=l 

Dans toute fa suite du problème, on suppose que (ul, u2,. . , a,) = (ai, 02,. . , ~y,), et on conserve toutes les 
notations précédentes. En particulier, on a maintenant A, = S,,, et, avec les réels SI,&,. . ,6, introduits dans 

J 
1 

la partie 1, (et qui sont indépendants de f), on note toujours J,,(f) = 
-1 

Pf(x) dz = 2 G,f(cu,). 
a=1 

4) En utilisant les résultats de la partie II, montrer que : 

Il(f) - JnW 6 3 s’ S;(x) dz 
1 

5) En se plaçant à nouveau dans le cas particulier où n = 3, montrer que : 

J3C.f) = f (5f(-6) + SU) i- 5@)) 

6) Étude des réels ~1, ~2,. , a, et 61,52,. ,6, 

a) En considérant Jn(f) lorsque f est constante &ale & 2, donner la valeur de 61 + 62 + . . + àn . 
b) Pour chaque entier j de {1,2,. , n}, montrer, en considérant la valeur de Jn(f) lorsque f est la fonction 

polynomiale 2 h-4 L;(x), que bj est positif. 
c) On suppose dans cette question que les racines de S,, sont numérotées par ordre croissant, c’est-à-dire : 

cxl<cq<...<cu, 
Justifier que Sn(--X) = (-l)“&(X). 
En déduire que les réels CY~, ~2, . , cy, sont répartis sym&riquement par rapport à 0, autrement dit que 
pour tout entier i de {1,2,. . . , n}, on a l’égalité : a,,+~-, = -a,. 
En conclure que, pour tout entier j de {1,2,. . , n}, on a l’égalité : 6,+1-j = 6, 

1 

7) Majoration de S;(x) dx 
J-l 

a) IMontrer que pour tout polynôme P de degré n et de coefficient dominant 1, on a l’inégalité : 

/ 

1 

S;(x) dx 6 
-1 s 

1 

P2(x) dx 
-1 

b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul k, il existe un polynôme Tk de degré k et 
de coefficient dominant 1 tel que, pour tout réel 0 : cos(k0) = ti!“-‘Tk(Cos 0). 
En déduire la majoration : 

J 
1 

-1 
s,%) dx 6 + 
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