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EXERCICE 1 

On note ,C(IR4) l’ensemble des endomorphismes de l’espace vectoriel R4 Id l’endomorphisme iden- 
tité de R4 et I la matrice identité de MI4@). On considère les matrices : 

O 1 0 0  O 0 1 0  

0 0 0 1  
O 0 1 0  0 1 0 0  

L =  i‘ O O 0)’ M =  ( l  0 0 0 1  

On désigne respectivement par y et .J, les endomorphismes de IR4 représentés par L et hf dans la 
base canonique Cc = (el ez, e3 ,  e4) de R4. 

1. a) Montrer que p et II, sont des automorphismes de R4 et en déterminer les automorphismes 
réciproques. 

b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de l’endomorphisme y .  

Déterminer de même les valeurs propres et les sous-espaces propres associés de $. 

c )  Montrer qu’on peut trouver un vecteur fi non nul de R4 vérifiant y(f1) = fi et $(fi) = fi. 
d) Déterminer, plus généralement’ une base F = (f17f2,f3,f4) de R4 dont chaque vecteur est à a 

la fois un vecteur propre de y et un vecteur propre de $. Donner la matrice L’ de y et la matrice 
kl‘ de $ dans cette base 3. 

2.  On se propose d’étudier l’ensemble C des endomorphismes y de IR4 vérifiant y O y = p O y et 
r o $ = I l , o r .  
a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de C(R4) qui contient y et $. 

b) Montrer que si 7 E C et y’ E C, alors y O y’ E C. 

c )  Soit -1 E C(R4) un endomorphisme de IR4 et soit G la matrice de y dans la base F7 constituée 
de vecteurs propres de p et déterminée à la question 1.d). Montrer que y E C si et seulement 
si G‘ est une matrice diagonale. 

d )  En déduire que C est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de L(R4) et que les endomor- 
phismes Id ,  p7 $ et y O $ forment une base de C. 

< 



EXERCICE II 

On considère un entier naturel N supérieur ou égal a 3 et on note (1’2, .  . . , N }  l’ensemble des 
entiers strictement positifs, inférieurs ou égaux à N .  
Une urne contient N boules numérotées de 1 à ilr. On y effectue des tirages successifs d’une boule 
avec remise de la boule tirée après chaque tirage, jusqu’à obtenir pour la première fois un numéro 
déjà tiré. On note alors TN le rang aléatoire de ce dernier tirage. 
C’est ainsi, par exemple, que si on a obtenu successivement les numéros -1-5-4-7-3-5-, l a  variable 
TN prend la valeur 6, alors que si on a obtenu -5-4-2-2- la variable TN prend la valeur 4.  
On admet qu’on définit ainsi une variable aléatoire sur un espace probabilisé dont la probabilité 
est notée P. Toutes les variables aléatoires introduites dans le problème seront supposées définies 
sur cet espace. Si 2 est une telle variable, son espérance sera notée E(2) et sa variance V(2). 

N.B. Les partie I I  et I I I  sont indépendantes. 

1. Étude de la variable aléatoire TN 

1. Dans cette question, on se place dans le cas particulier oh l’entier N est égal à 3. 
Déterminer la loi de T3 et calculer son espérance et  sa variance. 

2. On revient désormais au cas général où N est supérieur ou égal à 3. 

a) Déterminer l’ensemble des valeurs que peut prendre T N .  

b) Calculer P(TN = a),  P(TN = 3) et P(Tiv = N + 1). 

c )  Prouver, pour tout entier k de { 1 , 2 , .  . . , N } ,  les égalités 
k - 1  N !  

P(TN > k) = 
i = O  

En déduire la loi de la variable aléatoire T N .  
d)  Déterminer, pour tout entier k.fixé, la limite lim P(TN > k). Pouvait-on prévoir ce résultat ? 

N - + m  

II. Étude d’un algorithme 

Dans le programme Turbo-Pascal suivant, la fonction RANDOM renvoie, pour un argument M de 
type INTEGER, un nombre entier aléatoire de l’intervalle [ O ,  M - 11. 
PROGRAM simulation; 
VAR 

T : ARRAYCl. .200011 OF INTEGER; 
U,.S,.i, n : INTEGER; 
coincide : BOOLEAN; 

PROCEDURE X ;  
BEGIN 

RANDOMIZE; { initialisation de la fonction RANDOM ) 
FOR i:=l TO 20001 DO T[il :=l+RANDOM(20000); 

END ; 
BEGINy 

A )  

i:=l; coincide:=FALSE; 
REPEAT 

1 : =i+l ; 
s : = o :  
WHILÉ (S < i-1) AND NOT coincide DO 
BEGIN s : =s+i ! - -  

IF TCsj = Tri] THEN coincide:=TRUE; 
END ; 

UNTIL coincide=TRUE: 



U:=i; 
FOR n :=1  TO i DO WRITE(T[nl,’, ’1; 
WRITELN : 
WRITELN. (IV = ’ ,u) ; 
WRITELN ( ’ S  = ’ , S I ;  
READLN; 

END. 

a )  Que fait la procédure X ? 

b) Que représentent les variables U et S à la fin du programme ? 

c)  Pourquoi est-il certain que le nombre de passages dans la boucle ((REPEAT . . . UNTIL)) est 
fini ? 

III. Étude  du  comportement asymptotique de  la suite ( T ~ r ) ~ 1 3  

1. Une formule pour l’espérance de TN.  
N 

a) Justifier l’&alité suivante : E ( T l ~ j  = z P ( T N  > k). 
k=O 

NI N h  
N N  h! 

E(TN) = - C -. b) En déduire l’égalité 
h=O 

2 .  Un résultat utile sur les lois de Poisson. 
Soit ( X n ) n 2 1  une suite de variables aléatoires de Poisson indépendantes, de paramètre X = 1 et 
soit, pour tout entier N 2 1, YN = XI + X2 + ... X N .  
a) Montrer, par récurrence sur N ,  que la loi de Y N  est une loi de Poisson de paramètre N .  Donner 
l’espérance et la variance de YN. 
b) Justifier l’égalité 

’ 

4 

1 O t 2  
< O )  = - J e - T d t .  

fi -cc lim P 
N-r+CC 

1 
N++CC 2 

c) En déduire l’égalité lim P(YN 5 N )  = -. 

1 N !  e N  
2 N N  

3. En appliquant ce résultat, montrer que E(TN) est équivalent à -~ quand N tend vers l’infini. 

4. Une expression de la variance de T N .  
A’ 

a) Montrer l’égalité E(T$) = c(2k + 1)P(TN > k ) .  
k=O 

N h  
h! 

N N !  ~ P ( T N  > k )  = - c ( N  - h)---. “ 

N 

b) Établir la relation 
h=O k=O 

N N h  “+1 
x(N - h)- = -. c) Montrer l’égalité 

h! N !  
h=O 

d)  En déduire que la variance V(TN)  de TN et son espérance vgrifient la relation 

~ ( T N )  = 2N + E(TN) - ( E ( T N ) ) ~ .  

5 .  En admettant le résultat classique : N !  N N N e - N a  quand N tend vers l’infini, donner, en 
conclusion, des équivalents simples de E(TN) et V(TN). 


