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Exercice 1

Le but de cet exercice est de calculer lim [ el ol g
naio 90 T4t t"
1 1
Pour tout n de IN, on pose u, = I b dt eton a, en particulier, up = - 5 dt
0 T4r41" 0 241
1) Pour tout n de IN, justifier I’existence de u,.
2) Calculer ug et u;.

3) a. Montrer que la suite (u,) est croissante.
b. Montrer que : VrelN u, <In2.
¢. En déduire que la suite (,) est convergente.
4) a. Pour tout n de IN, écrire In2 — u, sous la forme d’une intégrale.
b. En déduire que : VnelN, In2 — u, < —1—1
n+
c. Donner la limite de la suite (u,).

: B A 1
5) Pour tout entier naturel »n supérieur ou égal a 2, on pose v, = Lm I dt.
+1+t

a. Justifier la convergence de I’intégrale définissant v,.

b. Montrer que : Vn22, 0<v, < %
n—

c. En déduire lim v, puis donner la valeur de lim _[m i S dt .
n—>+e noio 20 14p 44"



Exercice 2
On note E 1’espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal & 2.
On note ey, 1, e les fonctions définies, pour tout réel x par eg(x) =1, e;(x) = x et ex(x) = x?
et on rappelle que B= (e, e, ;) est une base de E.
Soit f I’application qui a toute fonction polynomla.le PdeE assoc1e la fonction Q = f(P), ol
Q est la dérivée seconde de I’application qui a tout réel x associe (x —x) P(x).
1) a. Montrer que f est un endomorphisme de E.

b. Déterminer f(e), f(e:) et f(e,) en fonction de ey, e, et e;.

2 =20
c. En déduire que la matrice de fdanslabase Best A=|0 6 —6|.
00312

d. Montrer sans calcul que f est un automorphisme de E.
2) a. Donner les valeurs propres de £, puis en déduire que f est diagonalisable.
b. Déterminer les sous-espaces propres de f.
3) a. Justifier I’existence d’une matrice P inversible dont la premiére ligne ne contient que

ZH 0750
des “1” telleque 4 =PDP',ou D=|0 6 0
00z 512

b. Montrer que : VneIlN A" =PD"P".
4) a. Déterminer la matrice P~
b. En déduire explicitement, en fonction de », la matrice 4".
c. On dit qu'une suite de matrices (M,) tend vers la matrice M, lorsque n tend vers +w,
si chaque coefficient de M, tend vers le coefficient situé a la méme place dans M.

On pose B = 1—12A . Montrer que la suite (B") tend vers une matrice J vérifiant J 2=J.

Exercice 3
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal 4 2.

On lance 7 fois une piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant “pile” avec la probabilité % et

“face” également avec la probabilité %), les lancers étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si I’on n’obtient aucun “pile” pendant ces » lancers
et qui, dans le cas contraire, prend pour valeur le rang du premier “pile”.
1) a. Déterminer, en argumentant soigneusement, 1I’ensemble Z(£2).

b. Pour tout k de Z(£2), calculer P(Z = k). On distinguera lescask=0et k> 1.

c. Vérifierque ) P(Z=k) =1.

keZ(42)



d. Onrappelle que I’instruction ‘‘random(2)” renvoie un nombre au hasard parmi les
nombres 0 et 1. Recopier et compléter le programme suivant pour qu’il simule
’expérience décrite ci-dessus, I’entier » étant entré au clavier par I’utilisateur (“pile”
sera codé par le nombre 1 et “face” par 0).

Program EDHEC2004 ;

var k, n, z, lancer : integer ;
Begin

Randomize ;

Readln(n) ; k:=0;z:=0;
Repeat

k:=k+ 1 ;lancer : = random(2) ;
If (lancer = 1) then .......... 4
until (lancer=1 or........... s
Writeln (z) ;

end.

On dispose de n+1 umnes Uy, Uy, ..., U, telles que pour tout k£ de {0, 1, ..., n}, I'urne Uy
contient k boules blanches et #—£ boules noires.
On effectue des tirages d’une boule, au hasard et avec remise dans ces urnes de la fagon
suivante : si aprés les lancers de la piéce décrits dans la premiére question, la variable Z prend
la valeur k (avec k > 1), alors on tire une par une et avec remise, k boules dans I’urne Uy et
’on note X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues 4 I’issue de ces
tirages. Si la variable Z a pris la valeur 0, aucun tirage n’est effectué et X prend la valeur 0.
2) Déterminer X(£2).
3) a. Déterminer, en distinguant les cas i =0 et 1 <i < n, la probabilité P(X=i/Z=0).

b. Déterminer, en distinguant les casi=n et 0 <i <n— 1, la probabilit¢ P(X =i/ Z = n).

c. Pourtout kde {1,2, ..., n—1} déterminer, en distinguantlescas 0<i<ket k<i<n,

la probabilité conditionnelle P(X =i/ Z = k).

n-1
4) a. Montrer que P(X = 0) = Z(" _k)k - Lﬂ
k=1 2n 2

b. Montrer que P(X' =n) = 51"_ .

c. Exprimer, pour tout i de {1, 2, ..., n— 1}, P(X =) sous forme d’une somme que
I’on ne cherchera pas a réduire.
n
5) Vérifier, avec les expressions trouvées a la question précédente, que z P(X =i) =1.
i=0

Probleme

Dans ce probléme, la lettre » désigne un entier naturel non nul.
n

On note f,, la fonction définie sur R par : fu(x)=xe * si x#0 et Sn(0)=0.
On note (Cy) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé (O, 7, ).
1) a. Montrer que f, est continue & droite en 0.

b. Montrer que f, est dérivable a droite en 0 et donner la valeur du nombre dérivé
a droite en 0 de f},.



2) a. Montrer que £, est dérivable sur ]—0,0[ et sur ]0,+[. Pour tout réel x non nul,
calculer f,’(x) puis étudier son signe.
b. Calculer les limites de £, en +, —o0 et 0, puis donner le tableau de variation de f,.
3) a. Rappeler le développement limité & I’ordre 2 de e“ lorsque u est au voisinage de 0.
b. En déduire que, lorsque x est au voisinage de +c ou au voisinage de —, on a:
2
FoR)=x—n+ 2+ o(2).
2x X
c¢. En déduire qu’au voisinage de +co, ainsi qu’au voisinage de —, (C,) admet une
asymptote “oblique” (D,) dont on donnera une équation. Préciser la position relative
de (D,) et (C,) aux voisinages de +co et de —co.
d. Donner I’allure de la courbe (C,).
4) a. Montrer qu’il existe un unique réel, que I’on notera u,, tel que f(u,) = 1.
b. Vérifier que, pour tout n de IN*, u, est strictement supérieur a 1 et que u, est solution de
I’équation xIn(x) = n.
c. Etudier la fonction g définie sur [1,+o[ par g(x) = xInx. En déduire, en utilisant la
fonction g™, que 1_1’.111m Up = +00,

d. Justifier la relation Inu, + In(Inu,) = Inn, puis montrer que Inu, ~ Inn.
40

En déduire un équivalent de u, lorsque » est au voisinage de +co.
5) a. Montrer que la suite (#,),> est strictement croissante.
1

b. Montrer que : f(up+) =€ .
6) On pose I, = I'M f.(tdt .

I ik
a. Montrerque : 1 < — < e",
uml =5 un
b. En déduire un équivalent de I, lorsque » est au voisinage de +co.
c. Montrer alors que la série de terme général I, est divergente.




