EXERCICE 1

On pose pour a réel strictement positif lafonction f, definiesur [0;a] par:

(b)

(©

(b)

(©

Pour tout x T [0;a] , f () = a&_J,XX) -

Justifier la dérivabilite de f, sur [0;a] et calculer saderivee.

En deduire le tableau des variations de f_ en précisant |es valeurs aux bornes,
Montrer que f, réalise unebijectionde [0;a] sur [O; %] :

Onnote f, lsa bijection réciproque.

Donner le tableau des variations de f, Len précisant les valeurs aux bornes.

-1_
Montrer que f, ~= f;'
a

a
Justifier I'existence de I'intégrale Qfa(x)dx , hotée | .

, . . n n . 1' X = +
Déterminer deux constantes a et b tellesque : " x1 [0;a] , Trx "2 Tax-
En déduireque I, = 2In2- 1.

Montrer grace au changement de variable x = au que |, = 1;.

3. On considere dans ce paragraphe lafonction h, definie sur IR delamaniere suivante :

@

-‘!-s' xT [0;a], h() =T?—2_1fa(x)
fs xI [0;a] ,h(x) =0

Montrer que h, est une densité de probabilité.

Onnote X, une variable aléatoire réelle admettant une densité égalea h, .

On note H_, lafonction de répartition de lavariable X .

(b)
(©)
(d)

Calculer I'espérance E(a + X,) . En déduire I'espérance E(X) .

Calculer I'espérance E((a + Xa)z) . En déduire E(Xaz) puis lavariance V(X)) .
Soit lavarizble aléatoire adensité T définiepar T =2 X .

Montrer que pour tout réel t de [0;1] : P(T £1) = H(at).

En déduireque T suitlamémeloi que X;.



EXERCICE 2

On considére pour n entier naturel non nul la matrice carrée d'ordre 3 suivante :

)
=
10
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¢ n_n g 0 0g
A =61 Nn*t2 1% eonnote | =0 1 O
¢n n n: G N
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Onnote f  I'endomorphismede IR® représenteé par A, relativement ala base canonique de IR
On considére également les vecteurs de R3: 4= (1,1-1) ,v=(110 et w=(0-11).
1. Déterminer pour tout triplet (X, y, 2) de IR3I'expron de f ((x y,2)enfonctionde n,x,y,z.

2. @ Montrer que U, V, W sont vecteurs propresde f_.
(b) Montrer que lafamille (G, Vv, W) est une base de IR

(© En déduire une matrice P telleque:

d -1 -19
. Pinversbleet P1=¢0 1 1%
&1 -1 0y
® 0 0g
-1 _ \ _ 1 - i
- PAP=D, ,ou D =1+lH e H=¢0 1 0
0 0 1y

3. On pose pour tout entier naturel n nonnul P = AA,---A (avec P, = A ).

_ -1
@ Montrer que P . = PD,D,---D P ™.
(b) Montrer par récurrence sur n que pour tout entier naturel n non nul :

DD,--D, =1 +nH ou H estlamatrice définie au 2(c).

(© En déduire les neuf coefficients de lamatrice P .

4. @ Montrer que pour tout entier naturel n non nul D,D,--- D, estinversible
-1 _ n N . e
etque (DD,---D,) =1 - n+1H ou H estlamatrice définie au 2(c).

(b) En déduire que P, estinversible et donner les neuf coefficentsde P 1



EXERCICE 3

On suppose que p est un rédl fixé de 1 0;1[ qui représente la probabilité qu'un billet de 100 € soit faux.

On dispose d'un détecteur de faux billets imparfait qui allume une lumiére qui est soit bleue lorsqu'il considére
gue le billet testé est vrai, soit rouge lorsgu'il considére que le billet testé est faux .

Onnote F:" Lebhillet testéest faux " et B:" Lalumiéere qui sallume est bleue .

Onnote P(F / B) =a et P(F / B) = b, et on suppose dans tout |'exerciceque a + b > 1.

1. (3@ En utilisant une formule des probabilités totales pour exprimer P(F),
b-p

montrer que P(B) = a5b-1

. Endéduireque 1- a £ p £Db.

(b) Montrer que la probabilité que le détecteur valide un faux billetest P(B/ F) = (1- a){b- p)

p@+b-1) -
(© On suppose dans cette question uniquement que b = a = 0,95 et on note
X=a+p-1=p- 005.Montrerque 1- P(B/F) :% .

Endéduireunréel a telque P(B/F) =1- ax + xe(X) avec Ii@r)noe(x) =0.
X
x>0

2. On considére le programme Turbo-Pascal suivant , ol p représentelavaleur p citée en introduction :

program ESC2003 ;

var

Xx,v,d,r : real;

begin

randomize ;

if random <p then v:=0 else v:=1;
r ;= random ;

X:=r*r;

d:i=(1-x)*v + x*(1-v);

end.

On rappelle que random est une variable a densité qui suit une loi uniforme et qui fournit a chaque appel un
réel choisi au hasarddans|[ 0; 1]. Les deux appels alafonction random sont indépendants.
Onnote V, D, R, lesvariables aéatoires égalesau valeursde v ,d ,r lorsgue le programme a été exécuté.

€) Montrer que P(V =0) = p.

(b) Exprimer D enfonctionde R etde V.

(© Soit s un rée fixéde] 0; 1[, appelé™” seuil ".
En remarquant que R et V sont deux variables aléatoires indépendantes, montrer que :
PD<s/V=0=,s e PD3*s/V=1=,1-s.
Endéduire P(D < ) = py/s+(1- p)(1- /1-s).

On utilise ce programme pour simuler un détecteur , avec (V =0) pour " lebillet est faux " et (D < S)
pour " le rouge sallume ™.

(d) Montrer que la probabilité que le détecteur setrompe est égdlea 1- (1- p)y1- s- p\/_s
(e On supposeici que p = % Etudier sur ] O; 1[ lafonction définie par f(t) = 3,/1- t + ﬁ



En déduire que pour le seuil s = 1 laqualité du détecteur est maximum.
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