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Collcours 2002 

EXERCICE 1 : suite d’intégrales impropres. 

Chi coiisid~re. pour 12 entier naturel non nul. la fonction fi1 d8mie sur $J:+ par : 

fil(r) = 
Il 111 .1: 

n + 1 + 17.z~ 
pour t,out rée1.r st~ricrement~ posit,if. 

On d$înit bgalpment8 sur IF.+ la fonction h pn.r : 

/,(.r) II lu 
1 +.r- 

pour tout .r strictement posit,if. 

1) Mont~rer (lue les fonctions fil et. /7 sont cont,inues sur $.+ et, hdier leur signe. 

J 

‘+” 111 d’ 
2) a: Voritrer qlle I’iirt~t;grale impropre -dz rst convrrgrnte ct tlhwiiinrr sa valeur. 

1 x2 

.+?u 
b : Montrer que I’int6gralc impropre 

.I 
h(x) dz est, convcrgcnt~c. 

1 

J 

+-C 
Dans toute la suite de l‘exercice on not,e alors I< l’intégrale impropre : 1< = h(r) d.r. 

1 

1 
.l 

3) a : Montrer. grace au changwnent dr variable u = - que Ii = - 
.r I 

/l(U) du. 
0 

s 

+u 
h : En déduirr que l’int&ralr impropre lh(s)l dz converge et est égale à ‘LI<. 

Il 

i 

+“ij 
c : Eu ckluirc f$ylement que l‘iutbgrale impropre h(x) dr converge et vaut’ 0 

0 

4) a : Montrer que pour tout rkel .r st~ricterrient~ positif. Ifn( 6 lQz)I. 
+ZC 

Eu déduire la convergence de lïnt,égra.le f,,(x) dz. 

b : Montrer que pour t,out Gel .r st,rictement positif, h(r) - fn(.r) = 12 +l;+)ilr’. ,- 
c : En détluirr succrssivement : 

t-2 
O< 

I’ . 1 
(h(.r) - ,f,,(.r)) (1.E < & 

1< 1 
-- 

11 + 1 
6 (11 i .K ) - jr, (S ) ) dd. < 0 

d : Montrer que ,,“y\ f,,(x) dt = 0. . 

EXERCICE 2 : calcul matriciel et algèbre linéaire 

Ou consitli~re uii parametrr réel 171. et les matrices suivantes : 

i 
2 2 2 

1 
1 0 0 

‘1,,, = 2 2 + I?l 2 + 717 et, 1:j = 1 --2 -2 - I>l -2 - 1)) ( 0 0 0 0 1 1 



1) a : Montrer que -AZ, et, Ai,, nr dPpendent~ plus de tn, et verifier que : A$ = LA~,. 

b : 011 supposr que X est rine valeur propre de -1, rt que .Y est un vcctf3ir propre a.ssocié R cetk 

valeur propre A. Montrer que : (X3 - 2,Aqx zz 

0 

: et, en deduire que : Sp(.4,n) c {0,2}. 
0 

2) Dans cette série de questions on etudie le cas rn = 0 et on cherche à diagonaliser ,A”. 

a : Montrer que les réels 0 et 2 sont bien valeurs propres de Ao 

b : Determiner une ha.se de chacun des deus sous-espaces propres de As. 

c : Montrer que .-lt, est diagonalisable, et. donner une matrice carrée inversihle Q et, une mat.rice 
a u 0 

dingonalc D = 0 a 0 tcllcs qw As = QD&-‘. 

( i u 0 d 

d : Montrer l’exist8ence de deus réels a et 6 tels que .4; = aA0 + b&. 

3) Daus cet,te serie du quest,ions, on suppose que le paramèt,re m est, non nul. 
On not,e Xi = (5. 5. e) la base canonique de fis et, ftn l~rndomorphisme de iPSa dont, la matrice 
rclat~ivcnicnt à xi est -I,,, 

a : Montrer que les Gels 0 et 2 sont bien valeurs propres de fi,, 

b : Determiner une base de chacun des deux sous-espaces propres de ,f,,, 
La niat,rice ,1,,, est-elle diagonalisable’? 

c : On pose les veckurs de ;C:” : 

7=7-p q=(l.-l.u) ; T=,f7>lr(-iq ; z=T;+~-~=(l.l~-l). 

Calculer T, .1,,(T) et .f,,, (TF). 
--- 

d : Montrer que la famille ( ‘I( , 1: . U’ ) est une base de P3 et former la matrice de l’endomorphisme 
f . nr relat~ivement à cett.e base. 

e : Eu cltiduirc une mat,ricc carré? inwrsiblc P,, t,clle que P,;l.4,P,, = 

f  : Existe-t-il des &ls c et tl tels que -It, = cil,,, + clI3? 

EXERCICE 3 : VA.~. usuelles. fonctions de deux variables, optimisation 

Ou corisitl~~re deus variables aléatoires tiiscrtks independautes S et, 1: lelles que : 
,Y suit8 i~iie loi l~inotnialr tir para.m~~tres 11 et .r (Ilot& R(U.~) avec 4’ E]U, l[), 

l- sui1 une loi biuomiale de parametres II et y  (nolée B(n, y) avec y  E]t), l[). 
On poso alors 2 la variable al6atoiw discrkto dCfiniç par l’c:galit,6 : Z = 2n - Ii - E- 

1) a : Det~erminer l‘ensemble Z(n) des valeurs possibles de Z 

b : Exprimer en fonction de 77 . .r et y  les probabilit,és : 

P(Z = 0) : P(Z = 211) ; P(Z = 2n- 1) ; P(Z = 1) 

2) a : Donner les espérances et variantes suivaittes : C(S), J!~(I-), I,-(S), V(Y). rt en dbduire E(S-) 
Pt E‘(EY’). 

b : On pose II- la variable aléatoire definie par Iti = X1-Z. 
Montrer que l’espéra.nce de JI- est donnée par : E(W) = n?(n, - l)sy(2 - .r - y). 



3) 011 p0w n =]U. l[x]O, 1[ et .f 1 f  a onction de deux variables définie sur D par : 

f( .c, y) = ~y( 2 - z - .y) pour tout couple (t, 9) de D 

a : .Ju?rlilier que j’ 4 de classe C” sur D. 

d : Mont,rer CIIIP pour t,out couple (.r. g) de D : 

a : Quelles surit, les valeurs que l’on doit donner a.us paraméfrrs .r et, y  pour que le volume moyen 
dc la brique roit masin~d’? 

b : Mont,rer que ce volume moyeu maximum est, dt> 6272 cm3. 


