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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

L’épreuve est constituée de quatre ezxercices indépendants.

Dans les exercices 8 et 4 :
e la probabilité d’un événement J est notée P(J). Si C est un événement de probabilité non nulle, on

note Po(J) la probabilité conditionnelle de J sachant C ;
o on note Q) l'univers des résultats observables et si T est une variable aléatoire, on note T(§)) l’ensemble

des valeurs prises par T ;
e sous réserve d’existence, on note respectivement E(T) et V(T') l’espérance et la variance de T

EXERCICE 1

Soit a, b, ¢ et d des réels et soit £ 'ensemble des matrices carrées M = (ZL Z) d’ordre 2 qui vérifient les deux
conditions : ¢ +d =0 et ad — be = 0.
1.a) Les matrices de £ sont-elles inversibles ?

b) Vérifier que les deux matrices (_11 “]'1) et (i _—j ) appartiennent a £.

c) En déduire que la somme et le produit de deux matrices de £ n’appartiennent pas nécessairement & &£.

d) Soit M = ( Z 2) une matrice de £.

Déterminer la matrice M? et en déduire pour tout entier n > 2, la matrice M™.

Dans toute la suite de l’ezercice, on pose A = (_12 ?) et on note I = (é (1)) la matrice identité d’ordre 2.

2.a) Justifier 'inversibilité de la matrice A.
b) On pose : K = A — 3. Vérifier que la matrice K appartient & £.
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c) On rappelle que si B est une matrice carrée d’ordre 2, on pose par convention B = I.
(7) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A” en fonction de n, I et K.
(77) Donner I'expression de A™ sous forme d’un tableau matriciel.

3.a) Etablir existence d’un unique couple (a, B) € R? que 'on déterminera, pour lequel A% + oA + SI est la
matrice nulle.

2 1
b) Retrouver le fait que la matrice A est inversible et montrer que A= = 3 I-— 3 A.
1 1
¢) En déduire que A~ = 3 I- g K et vérifier que la formule trouvée a la question 2.¢)(i) pour tout n € N

est encore valide pour tout n € Z.

4.a) Montrer que la seule valeur propre possible A de A est A = 3.
b) Vérifier que le réel 3 est effectivement valeur propre de A ; déterminer ’ensemble des vecteurs propres

associés a cette valeur propre.

EXERCICE 2

e e
Dans tout ’exercice, on pose : Iy = / tdt et pour tout n € N*, I, = / t(Int)™ dt.
1 1

1.a) Calculer Iy.
b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a : I, > 0.
¢) Montrer que la suite (I, )n>0 est décroissante puis qu’elle est convergente.

2.a) Pour tout entier naturel n, soit f,, la fonction définie sur l'intervalle [1,e] par: V¢ € [1,e], fo(t) = (Int)"*L.
On note f}, la dérivée de la fonction f,. Pour tout ¢t € [1,e], calculer f,(¢t).

b) A Daide d’une intégration par parties, établir pour tout entier naturel n, la relation () suivante :

QI+ (n+ DI, =€ (%)
¢) En déduire la valeur de I.
d) En utilisant la relation () et la décroissance de la suite (I,,)n>0, établir pour tout entier naturel n,

I’encadrement suivant :

e? 7 e?
< < .

n+3 " T n+2

e) En déduire les limites respectives des deux suites (I, )n>0 €t (nI;)n>0-

f) Utiliser la relation (%) pour compléter le script Scilab suivant afin qu’il calcule et affiche I,, pour une valeur
de n entrée par l'utilisateur.

n=input (’donner une valeur & n :’)

end
disp(I)
3.a) Etablir pour tout entier naturel n, 'encadrement :

(3n +10) &2
(n+3)(n+4)

(3n+7)e?

<21 AT ool | AN
nt1 + In (n+2)(n+3)

2

b) Pour tout entier naturel n, on pose : w, = n(e?* — nI,). Montrer que lim w, = 3e2.
n— —+o0
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4. A Paide d’un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel n, 1’égalité :

PC TR SIS

1
20 = K

EXERCICE 3

On suppose que 'on dispose d’un stock illimité de boules rouges et de boules blanches indiscernables au toucher.
Une urne contient initialement une boule rouge et une boule blanche indiscernables au toucher.
On effectue dans cette urne une succession d’expériences aléatoires selon le protocole suivant : on extrait une
boule de 'urne et apres chaque tirage, la boule tirée est remise dans I'urne et on ajoute dans ’'urne une boule
de la méme couleur que la boule tirée.
Pour tout entier n > 1, on note X,, (respectivement Y;,) la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges
(respectivement blanches) contenues dans 'urne & lissue de la n-iéme expérience, c’est-a-dire aprés le tirage
d’une boule et la remise d’une boule supplémentaire.
Pour tout entier k > 1, on note Ry (respectivement By) 1'événement : «tirer une boule rouge (respectivement
blanche) lors du k-iéme tirage».
L.a) Justifier que X;(Q2) = [1,2]. Donner la loi de X;. Calculer E(X;) et V(X3).

b) Exprimer les événements [X, = 1], [Xo = 2] et [X2 = 3] en fonction des événements B;, Ba, R et Rs.

¢) Montrer que X5 suit la loi discréte uniforme sur [1,3]. En déduire E(X>3) et V(X5).
2.a) Donner sous forme de tableau la loi conjointe du couple (X7, X5).

b) Calculer la covariance de X; et X5. Les variables aléatoires X7 et X5 sont-elles indépendantes ?

3.a) Pour tout entier n > 1, exprimer ’événement [X,, = 1] en fonction des événements B;, Bo, ..., B,.

1
b) Montrer que P([X, =1]) = = De méme, calculer P([X, =n+ 1]).
4.a) Etablir pour tout entier k € [2,n+ 1], les égalités suivantes :

k-1 n+2—-k
Pl 1]l [ Mg = b)) = —— et Pix,—k)([Xnt1=#]) = iz
b) En déduire pour tout k € [2,n + 1], une relation entre P([X,41 = k]), P([Xn = k]) et P([X, =k —1]).

¢) A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier n > 1, la variable aléatoire X,

suit la loi discrete uniforme sur [1,n 4+ 1].

5. Compléter le programme Scilab suivant afin qu’il simule une réalisation de la variable aléatoire X,, ou

I'entier n est entré au clavier.
n=input (’donner une valeur a n :’)
r=1;b=1
for k=1:n

if rand()< r/(xr+b) then ---------
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6.a) Justifier que les variables aléatoires X, et Y,, sont de méme loi.
b) Pour tout entier n > 1, que vaut X, + Y, ?
¢) Quel est le coefficient de corrélation linéaire p(X,,Y,) de X, et Y, 7

EXERCICE 4

Dans tout l’exercice, \ désigne un réel strictement positif.

1. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre A dont une densité g est donnée par :

—A:E . >
veeR oo = {3 5220

Rappeler les valeurs respectives de E(Z) et V(Z) ; en déduire la valeur de E(Z?).

2. Soit f la fonction définie sur R par :

Nze™™® siz>=0
VzeR, f(z)=Azg(z) = ==
f() g() {0 sizx <0

a) Vérifier que f est une densité de probabilité.
Dans toute la suite de Uexercice, on note U une variable aléatoire de densité f.

b) Montrer que la variable aléatoire U admet une espérance dont on donnera la valeur.
3.a) A Vaide d’une intégration par parties, montrer que pour tout réel A > 0, on a :

A 3 A
/ 22e ™ dr = — A—e"\A + —3—/ e dzx.
0 A AJo

+00
6
b) En déduire I’égalité / e Mdr = I ainsi que l'existence de la variance de U.
0

c¢) Calculer V(U).

x
4. On note F la fonction de répartition de la variable aléatoire U. On rappelle que : Vz € R, F(z) = / f(t)dt.
—00

a) Etablir la relation : Vz € R, F(z) = {é_ 1+ Az)e 2 i i 8

b) Justifier 'égalité : P([|U — E(U)| < E(U)]) = P([o U< %D

¢) Sachant que e* ~ 54.6, établir 'inégalité : P([|U — E(U)| < E(U)]) >0.9.
5. On suppose dans cette question que le parameétre \ est inconnu.

1 . 5 .
On pose a = — et on veut estimer ponctuellement le parametre inconnu a.

A

Soit (Up)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi que U.
. = 1
Pour tout entier n > 1, on pose : U,, = — Z Us.
=

a) Construire & partir de U,, un estimateur sans biais W, du paramétre a.
b) Calculer V(W,,) et déterminer lim V(W,,).
n—r +o00

¢) En déduire que 'on a : Ve > 0, ngr_gooP([[Wn —al > 5]) =0.

FIN
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