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EXERCICE 1

On considere une matrice symétrique H de M, (IR) vérifiant I'égalité H 2-H.

Pour toutréel a , onnotealors M(a) = al + (1 — a)H , ou I désigne la matrice identité de Jl/ls(ﬂ%).

1. (a) Justifier que pour tout réel a , M(a) est une matrice symétrique et diagonalisable .

(b) Montrer que pour tous réels a et b , M(a)M(b) = M(ab).

2. Soit @ un réel strictement positif .
(a) Montrer que M(a) est inversible et que M (;11—) est son inverse .
(b)  Justifier que M(a)= (MKa)) MW a) .

On suppose que X désigne une matrice colonne propre de M (a) associée a la valeur propre A .
(©) Montrer que ’( MWy X)) (MEWa)X)=2"X X puis justifierque A > 0 .

(d)  Endéduire que l'application ¢ définie sur R> x R? par :

+

X
O((x,y,2z),(x',¥,2))=(x y z )yM(a)|y'| estunproduit scalaire sur R® .

]

z
3 -1 -2
3. Application : On consideére lecasou a=4 et H = L 3 -2
4
-2 -2 2

(a) Vérifier que H ZoH ( on détaillera les calculs ) et expliciter la matrice M(4).
(b)  Onnote la famille 93:{(3/2—5—,—3/—2,0),(

On note P la matrice de passage de la base canonique de R 3 ala famille B .
Calculer ‘P P . Que peut-on en déduire concernant la famille B ?
Montrer que la famille B est orthogonale pour le produit scalaire ¢.

EXERCICE 2

On désigne par E l'espace vectoriel des fonctions continues sur R ™ .

On définit sur £ l'application ¢ , qui, a toute fonction f de E associe la fonction o(f)

définie sur R par les relations suivantes :

(o(f)) (0) = f(0)
si x>0, (@) () =5 jgﬁf(t)dt .
X
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1. Soit a > 0. Onnote pour tout x 2 0 : A (x) = x* . Expliciter o(hy).

2. Soit f un vecteur quelconque de E .
6 6
a Montrer que pour tout x>0 : ( mi X< [P fwadr < X
(@) que p (min f) 7 IR0 (max f) %

(b)  Justifier que lim ( min £ )= lim (max f) = f(0) et que @(f) est continue en 0 a droite .
x—=>0 [0;x] x—0 [0;x]
> >

(©) Justifier que @(f) est de classe C' sur R* * et montrer que pour tout x>0 :

(o(f) (x) = g(f (x) = (@(/) (x)) .

3. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E .
(b)  Justifier que Ker(@) ne contient que la fonction nulle .

(©) Que peut-on dire de la fonction 4, , définie en question 1, relativementa ¢ ?

4. Soient A un réel non nul et g une fonction non nulle de £ tels que ¢(g) = A g.

a ontrer que g est de classe sur et que pourtout x>0 :
( M q de classe C'sur R** et que p 0
6(1 — A '
LD o = vg' .
6(1-1)

(b) Onnotepour x>0 : u(x) =x * g(x).

Vérifier que u est de dérivée nulle sur R ™ *.
6(1-2)

En déduire que pour tout x > 0 , g(x) = g(1).x *

En utilisant la continuité de g en 0 a droite, montrerque A €10;1].

5. Application : Déterminer Ker (¢ — %id g)et Ker(o—2id;).

EXERCICE 3

On considére le programme suivant , ou l'on rappelle que random est une variable aléatoire a densité
suivant la loi uniforme sur [ 0; 1] , dont les exécutions successives donnent des variables indépendantes .

program simulations ;

var U,V,X,Y,2Z : real;
begin

randomize ;

U: = random ; V: = random ;

X:=-In(U);Y:=-In(V);
Z:=X+Y;
end.

1. Montrer que X(Q) = R" et que la variable X suit une loi exponentielle de paramétre 1 .
( On considérera que , du fait que U = 0 est de probabilité nulle, U(Q) =10;1]).

2. () Quelle estlaloide Y ? Justifier que X et Y sont indépendantes .
(b) Déterminer une densité f de Z . Vérifierquesi x > 0 , f(x) = xe
(c) Déterminer la fonction de répartition de Z.
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3. (a) Onnote T = e”.

Déterminer la fonction de répartition de 7' et montrer que 7' est une variable & densité .
(b) En déduire que la fonction 4 définie sur R par :
h(t) =0 si f <1

h(z):l“-z-’- sif>1
{

est une densité de la variable aléatoire U—lf .

EXERCICE 4

On examine dans cet exercice deux méthodes différentes pour tester la contamination par une
bactérie de 400 bouteilles de lait choisies au hasard sur le territoire .

Dans tout I’exercice , 6 est un réel fixé , élément de 'intervalle [ 0 ; % ].

On suppose que pour chaque bouteille , 1a probabilité de contamination est égale au réel 6 .

On dispose d'un test permettant de maniére infaillible de savoir si I’échantillon de lait qu’on lui
soumet est contaminé ou non { quel que soit le volume de cet échantillon ) .

1. Dans cette question on adopte une méthode simple consistant a tester une par une chaque bouteille .

On note X i ia variable de Bernoulli valant 1 sila & iéme bouteille testée est contaminée

et 0 sila k- iéme bouteille testée est saine .

On supposera dans tout I'exercice que les variables (X,) sont mutuellement indépendantes.
pp q k 1<k <400 p

400
(a) Justifier que la variable Z = 7171)5 > X , estun estimateur sans biais de 6 .
k=1
1

(b) Déterminer la variance V(Z) et justifier que V(Z) < 2000

(c) Montrer que P(| Z - 6|2 0,05) <0, .
Que peut-on en déduire sur l'intervalle de confiance [ Z — 0,05; Z + 0,05 ] ? (Justifier ) .
2. Dans cette question on examine une méthode moins directe :

Les 400 bouteilles sont regroupées en 40 lots de 10 bouteilles .
On remplit alors 40 jerrycans (J, ),., 4o €0 Versant dans chacun la quasi-totalité des 10 bouteilles

d'un lot . ( on garde dans chaque bouteille un peu de lait pour un futur deuxiéme examen éventuel ) .

On teste ensuite chacun des 40 jerrycans :
Si un jerrycan est contaminé , on teste une a une les 10 bouteilles incriminées .
Si un jerrycan n'est pas contaminé , on considére les 10 bouteilles dont il est rempli comme saines .

Onnote Y, lavariable de Bernoulli valant 1 sile n-iéme jerrycan est contaminé et 0 sinon.
Enfin onnote 7 la variable aléatoire €gale au nombre total de tests effectués dans cette méthode .

. 10
(@ Montrer que pour tout entier # de { 1,...,40 } , E(¥ ) =1-(1-0)".

(b) Justifierque T = 40 + 10Y; + 107, + .. +10Y,, etque E(T) = 440 — 400 (1 - 6)10.

(¢)  En déduire que cette méthode est préférable a la premiére si et seulement si
_Inlo _In10

0<l-e !9 Estcelecasici? ( Ondonne e 19 ~0,79).
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